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1. Íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà îïòèìàëíîñò íà ãðàíèöèòå íà

Ëåâåíùåéí.

Ïðåç 1996 ã. â ðàáîòàòà [1] (ñúàâòîðèòå Äàíüî Äàíåâ è Ñèëâèÿ Áóìîâà ïî òîâà âðåìå áÿõà
ñòóäåíòè âúâ ÔÌÈ, ìîè äèïëîìàíòè) å äîêàçàíà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Theorem 3.1 The bound Lm(n, s) can be improved by a polynomial from An,s of degree at

least m + 1 if and only if Qj(n, s) < 0 for some j ≥ m + 1. Moreover, if Qj(n, s) < 0 for some

j ≥ m+ 1, then Lm(n, s) can be improved by a polynomial from An,s of degree j.

Òàçè òåîðåìà äàâà íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ãëîáàëíà îïòèìàëíîñò íà ãðàíè-
öèòå íà Ëåâåíùåéí (âèä ëîêàëíà îïòèìàëíîñò å èçâåñòíà îò 1980 ã.). Ñ äðóãè äóìè, òåîðå-
ìàòà äàâà íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ïîëèíîìè, ïîäîáðÿâàùè
ñúîòâåòíèòå ãðàíèöè íà Ëåâåíùåéí. Òåçè óñëîâèÿ ñà èçñëåäâàíè â ñúùàòà ñòàòèÿ, à ìåòîä çà
êîíñòðóèðàíåòî íà ïîäõîäÿùè ïîëèíîìè å ïðåäëîæåí ïðåäè òîâà â [2] (êàêòî è äèñåðòàöèÿòà
ìè ïðåç 1993; âæ. ñúùî [10]). Òåîðåìàòà å îáîáùåíà ïðåç 1998 ã. çà ïîëèíîìèàëíè ìåòðè÷íè
ïðîñòðàíñòâà â ðàáîòàòà [3].

Âàæíîñòòà íà Òåîðåìà 3.1 áåøå îòáåëÿçàíà îò ñàìèÿ Ëåâåíùåéí, êîéòî âêëþ÷è îáîáùå-
íèåòî çà ïîëèíîìèàëíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà â ãëàâàòà [4], êîÿòî íàïèñà çà Handbook of
Coding Theory, êàòî Òåîðåìà 5.47 (ñ ïî-êðàòêî, íî ïî-ñúùåñòâî íàøåòî äîêàçàòåëñòâî). Â
êíèãàòà [5] Åðèêñîí è Çèíîâèåâ âêëþ÷èõà òåîðåìàòà êàòî Òåîðåìà 2.6.1 (ñ äîêàçàòåëñòâîòî
îò [1]), à & 2.6 å îçàãëàâåí "The Boyvalenkov-Danev-Bumova criterion".

Àíàëîçè íà Òåîðåìà 3.1 çà óíèâåðñàëíè ãðàíèöè çà åíåðãèè íà ñôåðè÷íè êîäîâå áÿõà
äîêàçàíè ïðåç 2016 ã. â ðàáîòàòà [6] (âòîðàòà ÷àñò íà Òåîðåìà 3.1), íà êîäîâå â Õåìèíãîâè
ïðîñòðàíñòâà â [7] è ïðåç 2019 ã. çà åíåðãèè íà êîäîâå â ïîëèíîìèàëíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà
â ðàáîòàòà [8]. Ïîäîáåí ðåçóëòàò áåøå äîêàçàí è îò Êîí-äå Êîðñè-Àéðëàíä â [9] ïðåç 2018 ã.
Èíòåðåñíà ñëåäâàùà ñòúïêà å ïðåäëîæåíà îò Ñàðäàðè-Çàðãàð [17].

Ðàáîòàòà [1] èìà 44 íåçàâèñèìè öèòèðàíèÿ (19 îò òÿõ â Ñêîïóñ è ïî 1 â ìîíîãðàôèèòå
[18, 4, 5]).
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2. Óíèâåðñàëíè ãðàíèöè çà åíåðãèè è ïîëÿðèçàöèè íà êîäîâå è äèçàéíè.

2.1. Energy bounds

Â ðàáîòàòà [6] å ðàçâèòà òåõíèêà è å äîêàçàíà ñëåäíàòà óíèâåðñàëíà äîëíà ãðàíèöà çà
åíåðãèè íà ñôåðè÷íè êîäîâå.

Theorem 3.1 Let n, N be �xed and h(t) be an absolute monotone potential. Suppose that

τ = τ(n,N) is as in (18), and choose k =
⌈
τ+1
2

⌉
. Associate the quadrature nodes and weights αi

and ρi, i = 1, . . . , k, as in (21). Then

E(n,N ;h) ≥ Rτ (n,N ;h) := N2
k∑
i=1

ρih(αi). (1)

Moreover, the polynomials de�ned by (i), respectively by (ii), provide the unique optimal solution

of the linear program (11) for the subspace Λ = Pτ and consequently,

W(n,N,Pτ ;h) = Rτ (n,N ;h).

Óíèâåðñàëíîñòòà íà ãðàíèöàòà (1) å â ñìèñúëà íà Ëåâåíùåéí [4] è ñå ïðîÿâÿâà (äîïúëâà)
è â íÿêîè äðóãè àñïåêòè. Âñúùíîñò òîâà ñà áåçáðîéíî ìíîãî ãðàíèöè, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïî
åäèí è ñúùè íà÷èí, à âúçëèòå íà îïòèìàëíîñò αi è òåãëàòà ρi íå çàâèñÿò îò ïîòåíöèàëà h
(òàêèâà, àáñîëþòíî ìîíîòîííè, ïîòåíöèàëè èìà íåèçáðîèâî ìíîãî). Íåùî ïîâå÷å, ãðàíèöàòà
ñå äîñòèãà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñå äîñòèãà ãðàíèöàòà íà Ëåâåíùåéí è, â ÷àñòíîñò,
ñå äîñòèãà îò âñè÷êè óíèâåðñàëíî îïòèìàëíè êîíôèãóðàöèè îò ðàáîòàòà íà Êîí-Êóìàð [11]
îò 2007 ã. ñ èçêëþ÷åíèå íà 600-êëåòêàòà. Ïî òîçè íà÷èí ãîðíàòà òåîðåìà è ñâúðçàíèòå ñ íåÿ
ðåçóëòàòè îò [6, 8, 13] îáåäèíÿâàò ðàçáèðàíèÿòà çà óíèâåðàëíîñò íà Ëåâåíùåéí îò 1990-òå è
íà Êîí-Êóìàð [11] îò 2007 è íÿêîè ñëåäâàùè ñòàòèè íà Êîí è ñúàâòîðè.

Â ìîíîãðàôèÿòà [12] Ãëàâà 5 å ïîñâåòåíà íà ãðàíèöèòå íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå çà
åíåðãèè íà ñôåðè÷íè êîäîâå è íà óíèâåðñàëíî îïòèìàëíèòå ñôåðè÷íè êîäîâå, êàòî & 5.5 è
5.6 ðàçâèâàò òåîðèÿòà è äîêàçâàò ãðàíèöàòà (1) (âæ. Òåîðåìà 5.6.5).

Òåõíèêèòå îò [6] áÿõà ðàçâèòè è èçïîëçâàíè îò àâòîðèòå çà ïîëó÷àâàíå íà íîâè óíèâåð-
ñàëíè ãðàíèöè çà êîäîâå ñ ôèêñèðàíè äèàìåòúð è ìîùíîñò [13, 15], êàêòî è çà îáîáùåíèå
íà ãðàíèöèòå íà Ëåâåíùåéí [14, 10, 15]. Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè çà óíèâåðñàëíè ãðàíèöè áÿõà
ïðåíåñåíè è îáîáùåíè çà êîäîâå â ïîëèíîìèàëíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà â [8].

Ðàáîòàòà [6] èìà 5 íåçàâèñèìè öèòèðàíèÿ â Ñêîïóñ, à ïðåäõîæäàùàòà ÿ ðàáîòà [16], êú-
äåòî ãðàíèöàòà (1) å àíîíñèðàíà, èìà 6 íåçàâèñèìè öèòèðàíèÿ â Ñêîïóñ.

2.2. Polarization bounds

Â ðàáîòàòà [19] îò 2023 ã. çà ïðúâ ïúò ñà ïîëó÷åíè óíèâåðñàëíè ãðàíèöè çà ïîëÿðèçàöèÿòà
íà ñôåðè÷íè êîäîâå è äèçàéíè, êàòî åäèí îò öåíòðàëíèòå ðåçóëòàòè å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4 ([19, Theorem 3.4, Corollary 3.9]) Suppose C is a spherical τ -design of cardinality

N on Sn−1, where τ =: 2k − 1 + ε, ε ∈ {0, 1}, and that the potential h is continuous on [−1, 1],
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�nite on (−1, 1), and has a nonnegative derivative h(2k+ε) on (−1, 1). Then

mh(C) ≥ N
∑
i∈I

ρih(αi), (2)

where the index set I, the quadrature nodes {αi}i∈I , and the positive weights {ρi}i∈I are determined

as follows: I := {1 − ε, . . . , k}, {αj}j∈I are the zeros of the (possibly adjacent) Gegenbauer

polynomials (1 + t)εP
(0,ε)
k (t), the weights {ρi}i∈I are positive, sum to 1, and are given by

ρi :=

∫ 1

−1
`i(t) dµn(t) =

∫ 1

−1
`2i (t) dµn(t), (3)

where `i(t) denotes the Lagrange basic polynomials associated with the nodes {αi}i∈I .
Moreover, the bound (2) is the best that can be attained by linear programming via polynomials

f of degree at most τ for which f ≤ h on [−1, 1].

In addition, if a spherical τ -design C, |C| = N , attains the bound (2), then there exists a point

x̃ ∈ Sn−1 such that the set I(x̃, C) of all inner products between x̃ and the points of C coincides

with the set {αi}i∈I , and the multiplicities of these inner products are {Nρi}i∈I , respectively. In
particular, the numbers Nρi, i ∈ I, are positive integers.

Ðàáîòàòà [19] âå÷å ïîëó÷è 4 íåçàâèñèìè öèòèðàíèÿ â Ñêîïóñ. Ðàáîòàòà â òîâà íàïðàâ-
ëåíèå ïðîäúëæàâà, êàòî ñà ïðåäëîæåíè çà ïóáëèêóâàíå 3 ñòàòèè, 2 îò êîèòî â íàïðåäíàë
ïðîöåñ íà ðåöåíçèðàíå. Äîêàçàíà å îïòèìàëíîñòòà íà ãîëÿì áðîé êîäîâå â ðàçëè÷íè çàäà÷è
çà ïîëÿðèçàöèÿ. Ïðåäñòîè ïðåíàñÿíåòî è îáîáùàâàíåòî íà òåçè ðåçóëòàòè â ïîëèíîìèàëíè
ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà.

3. Èçñëåäâàíèÿ íà êîäîâå è äèçàéíè â ïîëèíîìèàëíè ìåòðè÷íè ïðîñò-

ðàíñòâà.

Â ñåðèÿ îò ðàáîòè (íîìåðà [64,62,60,56,54-43,41-38,31-29,22,20-19,16,14-10,5-4] îò ñïèñú-
êà ñ ðàáîòè ïî êîíêóðñà) ñà ðàçãëåäàíè çàäà÷è, ñâúðçàíè ñúñ ñòðóêòóðàòà íà îïòèìàë-
íè è áëèçêè äî îïòèìàëíèòå êîäîâå è äèçàéíè â ðàçëè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäëîæåíè ñà
[64,62,60,56,54,40-38,30,6] è ñà ïðèëîæåíè ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà ñïåêòðè (ðàçïðåäåëåíèå
íà ðàçñòîÿíèÿòà) íà òàêèâà êîäîâå è äèçàéíè, êàòî ðåçóëòàòèòå äàâàò âàæíè õàðàêòåðèçà-
öèè [62,60,56,54,40-39,29,10,6-4], à â íÿêîè ñëó÷àè è íîâè ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå [64,54-
52,48,44-43,41,39,30,19,16]. Íàìåðåíî å [64] ñèìåòðè÷íîòî êîíòàêòíî ÷èñëî τ5 = 40 (òîçè ðå-
çóëòàò îò 1993 äîðè è äîñåãà íå å ïîâòîðåí îò íîâèòå ìåòîäè çà ïîëóîïðåäåëåíî îïòèìèðàíå,
êîèòî äîñòèãàò ñàìî äî 42 êàòî ãîðíà ãðàíèöà). Äîêàçàíà å [49] åäèíñòâåíîñòòà íà 11-äèçàéíà
ñúñ 120 òî÷êè â 4-ìåðíîòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (âæ. ñúùî [50]). Ïîëó÷åíè ñà õàðàêòåðè-
çàöèè íà íåëèíåéíè êîäîâå ñ äâå ðàçñòîÿíèÿ [22,14,10,5], êîèòî äîïúëâàò èçâåñòíèòå òàêèâà
çà ëèíåéíè êîäîâå.

Çà âàæíîñòòà íà òåçè ðåçóëòàòè ñâèäåòåëñòâà êàçàíîòî â êíèãàòà Algebraic Combinatorics
(Eiichi Bannai, Etsuko Bannai, Tatsuro Ito, Rie Tanaka), De Gryuter 2021: "Besides, there are
works of Boyvalenkov [105] and his school to improve the Fisher type lower bound for t-designs
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([106, 107, 108, 104, 378]).. . . . . . As subsequent developments, there are some works by the group
of Boyvalenkov [107, 108, 109] . . . ".
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