
ÑÏÐÀÂÊÀ ÇÀ ÏÎÑÒÈÆÅÍÈßÒÀ

íà Íàäåæäà Êîñòàäèíîâà Ðèáàðñêà

Òàçè ñïðàâêà ñå îòíàñÿ çà ïóáëèêàöèèòå, ïðåäñòàâåíè íà êîíêóðñà çà ÷ëåí-
êîðåñïîíäåíò íà Áúëãàðñêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå, îáÿâåí íà 7.05.2024 ã.

Óñëîâíî òåçè ïóáëèêàöèè ìîãàò äà áúäàò ðàçäåëåíè íà ÷åòèðè ãðóïè: ãå-
îìåòðèÿ íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà, òåîðèÿ íà êðèòè÷íèòå òî÷êè, äèôå-
ðåíöèàëíè âêëþ÷âàíèÿ è íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà îïòèìàëíîñò. Íîìåðàöèÿòà
ñúîòâåòñòâà íà ñïèñúêà ñ âñè÷êè ïóáëèêàöèè íà êàíäèäàòà.

1 Ãåîìåòðèÿ íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà (21, 25, 27,
33, 35-41)

Òåçè èçñëåäâàíèÿ ñà ïîñâåòåíè íà åäíà ÷àñò îò ãåîìåòðèÿòà íà áàíàõîâèòå
ïðîñòðàíñòâà, êîÿòî ëåæè íà ãðàíèöàòà ìåæäó ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç, îá-
ùàòà òîïîëîãèÿ è îïòèìèçàöèÿòà. Åäíà îò îñíîâíèòå èäåè â íåÿ å èäåÿòà
çà �ôðàãìåíòèðóåìîñò�. J.E.Jayne è C.A.Rogers âúâåæäàò ïîíÿòèåòî �ìåòðè-
êà, ôðàãìåíòèðàùà äàäåíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî� ïðåç 1985 ãîäèíà. Äà
îòáåëåæèì, ÷å ôðàãìåíòèðóåìîñòòà è íÿêîè áëèçêè äî íåÿ ïîíÿòèÿ ñå ïî-
ÿâÿâàò åñòåñòâåíî â íÿêîëêî ðàçëè÷íè ñèòóàöèè ïðåäè 1985 ãîäèíà. Åäèí
îò íàé-èçâåñòíèòå ïðèìåðè â òîâà íàïðàâëåíèå å ãåîìåòðè÷íàòà õàðàêòåðè-
çàöèÿ íà ñâîéñòâîòî íà Ðàäîí-Íèêîäèì. Ðèáàðñêà ðàçãëåæäà òîâà ïîíÿòèå
îò ãëåäíà òî÷êà íà ñúùåñòâóâàíå íà ôðàãìåíòèðàùà ìåòðèêà. Òîïîëîãè÷-
íè ïðîñòðàíñòâà, çà êîèòî ñúùåñòâóâà ôðàãìåíòèðàùà ìåòðèêà, ñå íàðè÷àò
�ôðàãìåíòèðóåìè�. Â ñòàòèÿòà 37 å ïîëó÷åíà âúòðåøíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà
òàêèâà ïðîñòðàíñòâà, êàêòî è ðåäèöà òåõíè ñâîéñòâà. Äîêàçàíî å, ÷å àêî K å
ôðàãìåíòèðóåì êîìïàêò, òî ïðîñòðàíñòâîòî (C(K)∗, w∗) ñúùî å ôðàãìåíòè-
ðóåìî. Ïóáëèêàöèÿòà ïîä íîìåð 35 â ñïèñúêà ñúäúðæà äâå òåîðåìè, îòíàñÿùè
ñå äî ôðàãìåíòèðóåìèòå ïðîñòðàíñòâà. Â åäíàòà îò òÿõ å äîêàçàíî, ÷å àêî åä-
íî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïðèòåæàâà ñòðîãî èçïúêíàëà åêâèâàëåíòíà íîðìà,
ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó ñïðÿìî íÿêàêâà õàóñäîðôîâà ñëàáà òîïîëîãèÿ τ ,
òî ïðîñòðàíñòâîòî, íàäàðåíî ñ òîïîëîãèÿòà τ , å ôðàãìåíòèðóåìî. Êàòî ñëåä-
ñòâèå îòòóê ñå ïîëó÷àâà äðóãî äîêàçàòåëñòâî íà ôàêòà, ÷å àêî ñïðåãíàòîòî íà
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äàäåíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èìà ñòðîãî èçïúêíàëà äóàëíà íîðìà, òî ïðîñò-
ðàíñòâîòî å ñëàáî àñïëóíäîâî. Äðóãàòà òåîðåìà â òàçè ïóáëèêàöèÿ òâúðäè,
÷å àêî åäíà ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó ìåòðèêà σ-ôðàãìåíòèðà äàäåíî òîïîëî-
ãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, òî ïðîñòðàíñòâîòî å ôðàãìåíòèðóåìî. Ïúðâàòà îò òåçè
òåîðåìè å óñèëåíà â ïóáëèêàöèÿòà ïîä íîìåð 33 â ñïèñúêà, êàòî å èçïîëçâàí
åäèí èçâåñòåí ðåçóëòàò íà Preiss. Ïî-òî÷íî, äîêàçàíî å, ÷å àêî åäíî áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî ïðèòåæàâà åêâèâàëåíòíà äèôåðåíöèðóåìà ïî G�ateaux íîðìà, òî
íåãîâîòî ñïðåãíàòî, ñíàáäåíî ñúñ ñëàáàòà ñúñ çâåçäà òîïîëîãèÿ, å ôðàãìåíòè-
ðóåìî. Â ïóáëèêàöèÿòà ñ íîìåð 27 å äîêàçàíî, ÷å σ-ôðàãìåíòèðóåìîñòòà (ò.å.
íîðìàòà â äàäåíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî σ-ôðàãìåíòèðà ïðîñòðàíñòâîòî, íà-
äàðåíî ñúñ ñëàáàòà òîïîëîãèÿ) å ñâîéñòâî íà òðèòå ïðîñòðàíñòâà (three-space
property).

Êàíäèäàòúò ïðèëàãà ìåòîäèòå, ðàçðàáîòåíè çà èçñëåäâàíå íà ôðàãìåí-
òèðóåìèòå ïðîñòðàíñòâà, çà èçñëåäâàíå íà áëèçêè ïî äóõ ïîíÿòèÿ. Â ïóáëè-
êàöèÿòà 36 ïðîñòðàíñòâàòà íà Gruenhage, âúâåäåíè ïðåç 1985ã., ñà õàðàêòå-
ðèçèðàíè ïî ïîäîáåí íà÷èí è å äîêàçàíî, ÷å îðäèíàëíèÿò èíòåðâàë [0, ω1] å
ôðàãìåíòèðóåì, íî íå ïðèíàäëåæè íà òîçè êëàñ. Ïóáëèêàöèÿòà ïîä íîìåð 25
â ñïèñúêà å ïîñâåòåíà íà ñâîéñòâîòî �èçáðîèìî ïîêðèòèå ñ ìíîæåñòâà ñ ìàëúê
ëîêàëåí äèàìåòúð� (�countable cover by sets of small local diameter�). Â ïúðâàòà
÷àñò íà ñòàòèÿòà å èçñëåäâàíà âðúçêàòà ìåæäó òîïîëîãè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà,
ïðèòåæàâàùè òîâà ñâîéñòâî, è ïðîñòðàíñòâàòà íà Gruenhage. Âòîðàòà ÷àñò
îò òàçè ñòàòèÿ å ïîñâåòåíà íà åäíî ñâîéñòâî íà ñòàáèëíîñò íà òîâà ñâîéñòâî,
ïî-òî÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäíàòà òåîðåìà: Íåêà X è Y ñà õàóñäîðôî-
âè êîìïàêòè è Cp(X) èìà p-êàäåöîâà íîðìà, à Cp(Y ) èìà èçáðîèìî ïîêðèòèå
ñ ìíîæåñòâà ñ ìàëúê ëîêàëåí äèàìåòúð â íîðìàòà. Òîãàâà Cp(X × Y ) ñúùî
èìà èçáðîèìî ïîêðèòèå ñ ìíîæåñòâà ñ ìàëúê ëîêàëåí äèàìåòúð â íîðìàòà. Â
ïóáëèêàöèÿòà ñ íîìåð 21 â ñïèñúêà èäåèòå îò äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà
îò âòîðàòà ÷àñò íà ïðåäèøíàòà ïóáëèêàöèÿ ñà èçïîëçâàíè, çà äà ñå ïîëó÷è
åäíî ñâîéñòâî íà ñòàáèëíîñò íà ïðîñòðàíñòâàòà, ïðèòåæàâàùè åêâèâàëåíòíà
ëîêàëíî ðàâíîìåðíî èçïúêíàëà íîðìà, êàòî âðúçêàòà ñå áàçèðà íà èçâåñòíàòà
õàðàêòåðèçàöèÿ íà Molt�o, Orihuela è Òðîÿíñêè íà ïðîñòðàíñòâàòà, ïðèòåæà-
âàùè òàêàâà íîðìà. Äîêàçàíî å, ÷å àêî K å õàóñäîðôîâ êîìïàêò, E å áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî è C(K), E ïðèòåæàâàò åêâèâàëåíòíà ëîêàëíî èçïúêíàëà íîð-
ìà, òî C(K,E) (ïðîñòðàíñâîòî îò íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â
K è ïðèåìàùè ñòîéíîñòè â E) ñúùî ïðèòåæàâà åêâèâàëåíòíà ëîêàëíî èç-
ïúêíàëà íîðìà. Ïðè òîâà ïîëóíåïðåêúñíàòîñòòà îòäîëó íà åêâèâàëåíòíàòà
ëîêàëíî èçïúêíàëà íîðìà ñïðÿìî ïîäõîäÿùà ñëàáà òîïîëîãèÿ ìîæå äà áú-
äå êîíòðîëèðàíî â çàâèñèìîñò îò ñúîòâåòíèòå ñâîéñòâà íà åêâèâàëåíòíèòå
ëîêàëíî èçïúêíàëè íîðìè â C(K) è E.
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Â ðàáîòèòå 39-41 ÷àñò îò ðåçóëòàòèòå, îïèñàíè äîñåãà, ñà èçïîëçâàíè ïðè
äîêàçàòåëñòâà, ÷å â äîñòà îáùà ñèòóàöèÿ �ïî÷òè âñè÷êè� îáåêòè îò òèï àíòà-
ãîíèñòè÷íè èãðè èëè çàäà÷è çà ìèíèìàêñ èìàò åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

2 Òåîðèÿ íà êðèòè÷íèòå òî÷êè (23, 24, 26, 28-32, 34)

Â òàçè ãðóïà ñòàòèè ñå èçó÷àâàò íåãëàäêè âàðèàíòè íà êëàñè÷åñêàòà âàðè-
àöèîííà òåõíèêà çà òúðñåíå íà êðèòè÷íè òî÷êè íà äàäåí ôóíêöèîíàë êà-
òî Ëåìàòà çà ïëàíèíñêèÿ ïðîõîä (Mountain pass theorem) è òåîðåìè îò òèï
Ëþñòåðíèê-Øíèðåëìàí. Â ïóáëèêàöèÿòà 31 òîâà å íàïðàâåíî çà ôóíêöèî-
íàëè, äåôèíèðàíè âúðõó ôèíñëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, êàòî å èçïîëçâàíà íîâà
êîíñòðóêöèÿ íà ïîäõîäÿùà äåôîðìàöèÿ çà çàäà÷à, êúäåòî ñòàíäàðòíîòî â
ïîâå÷åòî ïóáëèêàöèè â îáëàñòòà ïðèëàãàíå íà ïðèíöèïà íà Ekeland íå äà-
âà ðåçóëòàò. Òåîðèÿòà çà òîïîëîãè÷íàòà ñòåïåí çà ñìóùåíèÿ íà èäåíòèòåòà ñ
ëîêàëíî êîìïàêòåí îïåðàòîð (F. Browder è R. Nussbaum) å ïðèëîæåíà â 29
çà ïîëó÷àâàíå íà òåîðåìà çà ñåäëîâàòà òî÷êà, â êîÿòî, çà ðàçëèêà îò êëàñè-
÷åñêàòà ñèòóàöèÿ, íÿìà êðàéíîìåðíà ñôåðà, âúðõó êîÿòî ôóíêöèîíàëúò äà
å �ìàëúê� (êëàñè÷åñêèòå äîêàçàòåëñòâà ëåæàò âúðõó òåîðåìàòà íà Brower çà
íåïîäâèæíàòà òî÷êà).

Â ïóáëèêàöèÿòà ïîä íîìåð 23 â ñïèñúêà Ëåìàòà çà ïëàíèíñêèÿ ïðîõîä
(Mountain pass theorem) è òåîðåìè îò òèï Ëþñòåðíèê-Øíèðåëìàí ñà îáîáùå-
íè çà ñëó÷àÿ íà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñò-
âî è ïðèåìàùè ñòîéíîñòè â ÷àñòè÷íî íàðåäåíî (÷ðåç êîíóñ íà ïîëîæèòåëíèòå
åëåìåíòè) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñúùåñòâåíà ðàçëèêà ñ ïðåäèøíè èçñëåä-
âàíèÿ ïî òîçè âúïðîñ å ôàêòúò, ÷å íå ñå ïðåäïîëàãà, ÷å êîíóñúò íà ïîëîæè-
òåëíèòå åëåìåíòè èìà íåïðàçíà âúòðåøíîñò, êîåòî å âàæíî çà ïðèëîæåíèÿòà.

3 Ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëíî ðåøåíèå íà äèôåðåíöè-
àëíè âêëþ÷âàíèÿ ñ íåèçïúêíàëà äÿñíà ÷àñò (15-
18, 20, 22)

Ïóáëèêàöèÿòà ïîä íîìåð 22 â ñïèñúêà å îòïðàâíà òî÷êà çà åäèí äúëúã ïðîåêò,
öåëÿù íàìèðàíå íà ðàçóìíè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëíî ðåøåíèå
íà äèôåðåíöèàëíî âêëþ÷âàíå, ÷èÿòî äÿñíà ÷àñò å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå
ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå, íî ÷èèòî îáðàçè å âúçìîæíî äà íå ñà èçïúêíàëè.
Âúâåäåíî å ïîíÿòèåòî �ñáëúñêâàíå âúðõó ìíîæåñòâî� è ñà íàìåðåíè êëàñîâå
ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ, êîèòî ïðèòåæàâàò/íå ïðèòåæàâàò òîâà ñâîéñòâî.
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Äîêàçàíà å òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ε-ðåøåíèå íà äàäåíî äèôåðåíöèàëíî
âêëþ÷âàíå, êàòî îñíîâíîòî ïðåäïîëîæåíèå å â òåðìèíèòå çà ñúùåñòâóâàíå íà
äîïèðàòåëíè ñêîðîñòè êúì ìíîæåñòâàòà, âúðõó êîèòî ïîëåòî �ñå ñáëúñêâà�.
Ñòàòèÿòà ñúäúðæà ãîëÿìî êîëè÷åñòâî ïðèìåðè, ìîòèâèðàùè ðàçãëåæäàíèÿ-
òà. Ïóáëèêàöèÿòà ïîä íîìåð 16 â ñïèñúêà å ïðÿêî ïðîäúëæåíèå íà òåçè èäåè.
Òàì èçñëåäâàíèÿòà ñà êîíöåíòðèðàíè âúðõó âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå íà èñ-
òèíñêî ðåøåíèå (íå ε-ðåøåíèå êàòî â ïðåäèøíàòà ñòàòèÿ) íà äèôåðåíöèàëíî
âêëþ÷âàíå ñ íåèçïúêíàëà äÿñíà ÷àñò. Âúâåäåíî å ïîíÿòèåòî �èíâàðèàíòíà
ε-àïðîêñèìàöèÿ� íà äàäåíî ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå (âúðõó åëåìåíòèòå íà
äàäåíî ðåëàòèâíî îòâîðåíî ðàçáèâàíå íà äåôèíèöèîííàòà ìó îáëàñò) è å äî-
êàçàíà òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëíî ðåøåíèå, ïîäîáðÿâàùà ðåçóëòàò
îò ñòàòèÿòà ïîä íîìåð 22. Ñúùî òàêà, ðàçâèòà å îáùàòà èäåÿ çà �÷àñòè÷-
íà èíâàðèàíòíà ε-àïðîêñèìàöèÿ� íà äàäåíî ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå è êàòî
èëþñòðàöèÿ íà ïðåäëîæåíèÿ ïîäõîä å äîêàçàíà ñëåäíàòà òåîðåìà (ðàçâèâàùà
ðåçóëòàòè íà Olech, Lojasiewicz, T. Haddad, A.Jourani è L. Thibault): Íåêà F
è G ñà îãðàíè÷åíè èçîáðàæåíèÿ, äåôèíèðàíè âúðõó ìíîæåñòâî D, êîåòî å
ñå÷åíèå íà îòâîðåíî è çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâà íà Rn. Íåêà ñúùåñòâóâà ðå-
äèöà îò ïîëîæèòåëíè ÷èñëà εk, k = 1, 2, . . . , êëîíÿùà êúì íóëà è ðåëàòèâíî
îòâîðåíè (â D) ìíîæåñòâà Dk òàêèâà, ÷å F å εk-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó
âúðõó Dk. Íåêà F å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå è èçïúêíàëîçíà÷íî âúðõó ìíî-
æåñòâîòî D \

⋂∞
k=1Dk è íåêà G å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå è èçïúêíàëîç-

íà÷íî âúðõó D. Ïðåäïîëàãàìå ñúùî òàêà è ñëåäíîòî òàíãåíöèàëíî óñëîâèå:
çà âñÿêî åñòåñòâåíî k, çà âñÿêî x ∈ Dk è çà âñÿêî y ∈ F (x) ñúùåñòâóâà
y′ ∈ F (x) ∩ B(y, εk) ∩ (TD(x) − G(x)). Òîãàâà äèôåðåíöèàëíîòî âêëþ÷âàíå ñ
äÿñíà ñòðàíà F +G ïðèòåæàâà ëîêàëíî ðåøåíèå ñ íà÷àëî ïðîèçâîëíà òî÷êà
îò D, íå íàïóñêàùî D.

Ïóáëèêàöèèòå ñ íîìåðà 17 è 18 îò ñïèñúêà (17 å êðàòêà âåðñèÿ íà 18) ñà
ïîñâåòåíè íà ïðîöåñà íà èçìèòàíå íà Ìîðî, êàòî íîðìàëíèÿò êîíóñ ñå ïðåäïî-
ëàãà äà å êîíóñúò íà ãðàíè÷íèòå íîðìàëè. Òàçè çàäà÷à å èçâåñòíà è îáøèðíî
èçñëåäâàíà â ðàçëè÷íè ñèòóàöèè, àêî íîðìàëíèÿò êîíóñ å êîíóñúò íà Êëàðê
(êîéòî å èçïúêíàë). Çà íàñ òîâà èçñëåäâàíå å âúçìîæíîñò â ïî-êîíêðåòíà
ñèòóàöèÿ äà ñå ðàçãëåäàò ÷àñò îò åôåêòèòå, ïðè÷èíåíè îò íåèçïúêíàëîñòòà
íà äÿñíàòà ÷àñò íà äèôåðåíöèàëíî âêëþ÷âàíå. Äîêàçàíè ñà äâà ðåçóëòàòà çà
ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà ïðîöåñà íà èçìèòàíå (åäèíèÿò ïðè ñòàöèîíàð-
íî ìíîæåñòâî è íåïðåêúñíàòà åäíîçíà÷íà ïåðòóðáàöèÿ íà äÿñíàòà ñòðàíà, à
äðóãèÿò íà êëàñè÷åñêàòà çàäà÷à ñ äâèæåùî ñå ìíîæåñòâî áåç ïåðòóðáàöèÿ)
ñ êîíóñ íà ãðàíè÷íèòå íîðìàëè êúì ìíîæåñòâàòà, ïðè óñëîâèå çà äåôèíè-
ðóåìîñò íà äâèæåùîòî ñå ìíîæåñòâî â íÿêàêâà î-ìèíèìàëíà ñòðóêòóðà. Äå-
ôèíèðóåìîñòòà â íÿêàêâà î-ìèíèìàëíà ñòðóêòóðà å óñëîâèå, ðàäâàùî ñå íà
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íàðàñòâàùà ïîïóëÿðíîñò â îïòèìèçàöèÿòà çàðàäè øèðîêàòà ïðèëîæèìîñò íà
ðåçóëòàòèòå è äîáðèòå ñâîéñòâà íà îáåêòèòå. Òåçè èçñëåäâàíèÿ ñà ðàçâèòè â
15, êúäåòî ñå èçñëåäâàò ïðîöåñè íà ïðîåêòèðàíå. Îñâåí ÷å å äîêàçàíà îáùà
òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà ïðîöåñ íà ïðîåêòèðàíå âúðõó äåôè-
íèðóåìî äâèæåùî ñå ìíîæåñòâî, èçÿñíåíà å ñ ïðèìåðè âðúçêàòà ñ ïðîöåñèòå
íà èçìèòàíå ñ êîíóñ íà ãðàíè÷íèòå íîðìàëè.

Ïóáëèêàöèÿòà ïîä íîìåð 20 â ñïèñúêà ñå îòíàñÿ êúì òåîðèÿòà íà ìîíî-
òîííèòå îïåðàòîðè. Ãëàâíàòà �è öåë å äà îòãîâîðè íà åäèí âúïðîñ, ïîñòàâåí
îò Borwein è Wiersma. Â êëàñè÷åñêà ðàáîòà íà Asplund (äîðàçâèòà ñðàâíè-
òåëíî ñêîðî îò Borwein) ñå âúâåæäàò àöèêëè÷íèòå ìîíîòîííè îïåðàòîðè êàòî
òàêèâà, êîèòî íå ìîãàò äà ñå ðàçëîæàò â ñóìà íà ìîíîòîíåí è íåòðèâèàëåí
öèêëè÷íî ìîíîòîíåí îïåðàòîð. Èçñëåäâàéêè ðàäèàëíî ñèìåòðè÷íèòå îïåðà-
òîðè ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò, ñúäúðæàùà ñå â ðàâíèíàòà, íèå óñïÿâàìå äà
ïîñòðîèì ïðèìåð íà (íåëèíååí) àöèêëè÷åí ìàêñèìàëåí ìîíîòîíåí îïåðàòîð,
÷èÿòî äåôèíèöèîííà îáëàñò å îãðàíè÷åíà.

Ïðåç ïîñëåäíàòà ãîäèíà êàíäèäàòúò ñå âðúùà êúì èçñëåäâàíèÿòà ïî òà-
çè òåìà çàåäíî ñ Ìàðòèí Èâàíîâ (äèïëîìàíò è ïîñëå ðåäîâåí äîêòîðàíò) è
Ìèõàèë Êðúñòàíîâ. Âå÷å å ïîäãîòâåíà çà ïå÷àò ÷àñò îò äèïëîìíàòà ðàáîòà
íà Ìàðòèí Èâàíîâ, êúäåòî å äîêàçàíî íîâî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñò-
âóâàíå íà ëîêàëíî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíî âêëþ÷âàíå, îñíîâàâàùî ñå íà
èäåÿòà çà �ðàçáÿãâàíå íà ïîëåòî�, ôîðìàëèçèðàíà ñ ïîìîùòà íà ïîíÿòèåòî
�êâàçè-ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ�.

4 Íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà îïòèìàëíîñò â áåçêðàéíî-
ìåðíè ïðîñòðàíñòâà (1-14, 19)

Òåîðèÿòà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå å ïðåñå÷íà òî÷êà íà îïòèìèçàöèÿòà,
ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç è íåãëàäêèÿ àíàëèç è, îò åäíà ñòðàíà, èçïîëçâà ìåòî-
äè îò òåçè âàæíè îáëàñòè íà ñúâðåìåííàòà ìàòåìàòèêà, à îò äðóãà ñòðàíà, å
èçâîð íà íîâè çàäà÷è è íîâè èäåè çà àíàëèñòèòå. Â ïóáëèêàöèÿòà ïîä íîìåð 19
â ñïèñúêà å äîêàçàí ïðèíöèïúò íà ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí â áåêðàéíîìåð-
íî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî, êàòî â ñðàâíåíèå ñúñ ñúùåñòâóâàùàòà ëèòåðàòóðà ñà
îòñëàáåíè äâå îò òðàäèöèîííèòå â îáëàñòòà ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïúðâî, íÿìà íè-
êàêâè îãðàíè÷åíèÿ çà áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî, â êîåòî ñå ðàçâèâà ïðîöåñúò
- â ëèòåðàòóðàòà îáèêíîâåíî ñå èçèñêâà ñúùåñòâóâàíå íà ñòðîãî èçïúêíàëà
ñïðåãíàòà íîðìà. Âòîðî, ïðèíöèïúò çà ìàêñèìóìà å äîêàçàí áåç êëþ÷îâîòî
èçèñêâàíå çà êðàéíà êîðàçìåðíîñò íà àëãåáðè÷íàòà ðàçëèêà íà ìíîæåñòâîòî
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îò ôàçîâèòå âàðèàöèè è öåëòà. Òåçè èçñëåäâàíèÿ ñà ïðîäúëæåíè â 14, êúäå-
òî å íàïðàâåí îïèò çà ñèñòåìàòèçàöèÿ íà ðàçëè÷íèòå òèïîâå âàðèàöèè, ðàç-
ãëåæäàíè â ëèòåðàòóðàòà, è å ïîä÷åðòàíà âàæíîñòòà íà �ðàâíîìåðíîñòòà� íà
àïðîêñèìàöèÿòà íà ìíîæåñòâî ÷ðåç äàäåíî ìíîæåñòâî îò âàðèàöèè. Ïðè òîâà
ñå ïîëó÷àâà ðåçóëòàòúò îò 19 ÷ðåç ñúâúðøåíî ðàçëè÷åí ìåòîä. Â ñòàòèÿòà 12
íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå âàðèàöèè â îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå ñå ðàçãëåæäàò
îò ãëåäíà òî÷êà íà íåãëàäêèÿ àíàëèç. Âúâåæäàò ñå ðàâíîìåðíè äîïèðàòåëíè
ìíîæåñòâà, èçó÷àâàò ñå íÿêîè òåõíè ñâîéñòâà è ñå äîêàçâà òåîðåìà çà íåîò-
äåëèìîñò. Ïðåäñòàâåíè ñà è äâå ïðèëîæåíèÿ íà òåîðåìàòà çà íåîòäåëèìîñò.
Ïúðâîòî îò òåçè ïðèëîæåíèÿ å àáñòðàêòíà òåîðåìà çà ìíîæèòåëèòå íà Ëàã-
ðàíæ â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Âòîðîòî ïðèëîæåíèå å íåîáõîäèìî óñëîâèå
çà îïòèìàëíîñò îò òèï ïðèíöèï íà ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí çà çàäà÷à íà
îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå â áåçêðàéíîìåðíî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî, êàòî âå÷å
íå ñå ïðåäïîëàãà èçïúêíàëîñò íà ìíîæåñòâîòî, êîåòî èñêàìå äà äîñòèãíåì â
êðàéíèÿ ìîìåíò (ò.å. öåëòà). Êàòî ñëåäñòâèÿ ñå ïîëó÷àâàò îñíîâíèòå òåîðåìè
îò 19 è 14. Â ïóáëèêàöèÿòà 10 ñà ïðîäúëæåíè èçñëåäâàíèÿòà íà ñâîéñòâàòà
íà ðàâíîìåðíèòå äîïèðàòåëíè ìíîæåñòâà è å èçÿñíåíà âðúçêàòà èì ñ äîïè-
ðàòåëíèÿ êîíóñ íà Clarke â ðåôåðåíòíàòà òî÷êà.

Åñòåñòâåíà ñëåäâàùà ñòúïêà å äà ñå ïðèëîæè ïîëó÷åíàòà àáñòðàêòíà òå-
îðåìà çà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ êúì çàäà÷à íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå
â êðàéíîìåðíî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî, ðàçãëåæäàíà êàòî îïòèìèçàöèîííà çà-
äà÷à â áåçêðàéíîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî îò ñúîòâåòíèòå òðàåêòîðèè. Ñúùåñ-
òâóâàò ìíîãî îáùè íåãëàäêè íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà îïòèìàëíîñò çà òàêèâà
çàäà÷è. Â 11 å ðàçãëåæäàíà íàé-ïðîñòàòà, íî íåòðèâèàëíà çàäà÷à îò òîçè
âèä, à èìåííî òàêà íàðå÷åíàòà îñíîâíà çàäà÷à íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå.
Çàäà÷àòà íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå ñå ñúñòîè â ìèíèìèçèðàíå íà èíòåãðà-
ëåí ôóíêöèîíàë φ : X × Y −→ R ïðè îãðàíè÷åíèÿ x(t) = xa +

∫ t
a u(s) ds çà

t ∈ [a, b] è x(b) = xb, êúäåòî (x, u) ∈ X × Y å àðãóìåíòúò íà φ (X è Y ñà ïîä-
õîäÿùè ôóíêöèîíàëíè ïðîñòðàíñòâà; â 11 å èçáðàíî X = Y = L∞([a, b];Rn)).
Â ïóáëèêàöèÿòà 11 (ïðè êëàñè÷åñêîòî óñëîâèå çà èíòåãðàëíà ëèøèöîâîñò)
åïèãðàôèêàòà íà φ å àïðîêñèìèðàíà ñ êîíêðåòíî ðàâíîìåðíî äîïèðàòåëíî
ìíîæåñòâî è å ïðèëîæåíà àáñòðàêòíàòà òåîðåìà çà ìíîæèòåëèòå íà Ëàã-
ðàíæ îò 12. Äîêàçàíî å, ÷å ïîëó÷åíèÿò ìíîæèòåë íà Ëàãðàíæ å ðåãóëÿðåí.
Èíòåðåñíî å, ÷å ñå íàëîæè äà áúäàò èçïîëçâàíè íÿêîè òåîðåìè îò ãåîìåò-
ðèÿòà íà áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà, êîèòî íå ñå ñðåùàò â óâîäíèòå êóðñîâå
ïî ïðåäìåòà (íàïðèìåð òåîðåìàòà íà Banach-Dieudonn�e, îïåðàöèÿ íà Ñóñ-
ëèí è äð.). Òàêà å ïîëó÷åí ïî ñúùåñòâî ñòàð ðåçóëòàò, íî ÷ðåç ñúâúðøåíî
ðàçëè÷íè ìåòîäè. Íå ñà èçïîëçâàíè âàðèàöèîííè ïðèíöèïè è äîêàçàòåëñòâà-
òà ñå îñíîâàâàò âúðõó ñïåöèôè÷íèòå ôóíêöèîíàëíî-àíàëèòè÷íè ñâîéñòâà íà
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ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à è âúðõó ïðåäèøíè ðåçóëòàòè íà êîëåêòèâà. Ñëåä òàçè
ðàáîòà óñèëèÿòà íà àâòîðñêèÿ êîëåêòèâ áÿõà ñúñðåäîòî÷åíè â ïðèëàãàíå íà
ðàçðàáîòåíèÿ ïîäõîä êúì îñíîâíàòà çàäà÷à íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå, íî ïðè
ñúùåñòâåíî íå-ëèïøèöîâî ïîâåäåíèå íà èíòåãðàíäà ïî îòíîøåíèå íà ïúðâàòà
ïðîìåíëèâà. Â ñòàòèÿòà 6 áÿõà ïîëó÷åíè ïî-îáùè òåîðåìà çà íåîòäåëèìîñò
è àáñòðàêòíà òåîðåìà çà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ ÷ðåç âúâåæäàíå è èçó÷à-
âàíå íà ïîíÿòèåòî �òàíãåíöèàëíà òðàíñâåðçàëíîñò�. Ïî-ñèëíà, íî ïî-ëåñíà çà
ïðîâåðêà âåðñèÿ íà òàíãåíöèàëíàòà òðàíñâåðçàëíîñò � ñèëíà òàíãåíöèàëíà
òðàíñâåðçàëíîñò, å âúâåäåíà è èçó÷àâàíà â 5. Ïðè òîâà å ïîëó÷åíî ïðàâèëî-
òî çà äèôåðåíöèðàíå íà ñóìà çà êëàñè÷åñêèÿ ñóáäèôåðåíöèàë íà Clarke ïðè
çíà÷èòåëíî ïî-ñëàáè ïðåäïîëîæåíèÿ îò èçâåñòíèòå äîñåãà ðåçóëòàòè. ×ðåç
èçïîëçâàíå íà òàíãåíöèàëíàòà òðàíñâåðçàëíîñò â ïóáëèêàöèÿòà 8 îòíîâî å
àòàêóâàíà îñíîâíàòà çàäà÷à íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå îò àáñòðàêòíà ãëåäíà
òî÷êà, êàòî íàé-äîáðîòî äî ìîìåíòà óñëîâèå íà Aubin (èçïîëçâàíî øèðîêî
îò Clarke) å ïîñòàâåíî âúâ âàðèàöèîíåí êîíòåêñò. Âðúçêàòà íà ïîòî÷êîâèòå
ðàçãëåæäàíèÿ â îñíîâíàòà çàäà÷à íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå ñ àáñòðàêòíàòà
ôóíêöèîíàëíî-àíàëèòè÷íà ïîñòàíîâêà å êîìåíòèðàíà â äîñòà îáùà ñèòóàöèÿ
â 7. Â ïðîöåñà íà òåçè èçñëåäâàíèÿ áåøå îñúçíàò ôàêòúò, ÷å ïîíÿòèåòî çà
ñóáòðàíñâåðçàëíîñò å îñíîâíî çà ïðèëàãàíèòå ìåòîäè. Â ñòàòèÿòà 3 ñà õà-
ðàêòåðèçèðàíè ïîíÿòèÿòà çà òðàíñâåðçàëíîñò è ñóáòðàíñâåðçàëíîñò â äóõ,
áëèçúê äî òàíãåíöèàëíàòà òðàíñâåðçàëíîñò. Ïîëó÷åíèòå õàðàêòåðèçàöèè ñà
èíôèíèòåçèìàëíè ïî õàðàêòåð è ìíîãî ïî-óäîáíè çà èçïîëçâàíå îò ñúîòâåò-
íèòå äåôèíèöèè. Èçñëåäâàíåòî íà ñèëíàòà òàíãåíöèàëíà òðàíñâåðçàëíîñò å
ïðîäúëæåíî â 2. Èçÿñíåíà å âðúçêàòà íà òîâà ïîíÿòèå ñ òðàíñâåðçàëíîñò-
òà. Êàòî ñëåäñòâèå (ìàëêî íåî÷àêâàíî) ñå ïîëó÷àâà, ÷å àêî ðàçëèêàòà íà äâå
îãðàíè÷åíè èçïúêíàëè ìíîæåñòâà â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî å ãúñòà â îêîë-
íîñò íà íóëàòà, òî òÿ ïîêðèâà îêîëíîñò íà íóëàòà. Â ìîìåíòà êàíäèäàòúò â
ñúòðóäíè÷åñòâî ñ äîêòîðàíò Ìàðèÿ Òàøåâà ïðîäúëæàâà òåçè èçñëåäâàíèÿ,
êàòî âå÷å å ïîäãîòâåíà çà ïå÷àò ñòàòèÿ âúðõó òðàíñâåðçàëíîñò è ñèëíà òàí-
ãåíöèàëíà òðàíñâåðçàëíîñò íà êðàåí áðîé ìíîæåñòâà.

Â ñòàòèÿòà 4 å ïîëó÷åí ìíîæèòåë íà Ëàãðàíæ çà îñíîâíàòà çàäà÷à íà
âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå ïðè âàðèàöèîííî óñëîâèå, äîïóñêàùî ñúùåñòâåíî íå-
ëèïøèöîâî ïîâåäåíèå íà èíòåãðàíäà. Ðàçâèòà å èäåÿòà íà Borwein è Strojwas
çà �ñìóùåíèå� è ïîñëåäâàùî �êîìïåíñèðàíå�, êàòî êëàñúò íà �êîìïåíñèðà-
ùèòå� ìíîæåñòâà å ñúùåñòâåíî ðàçøèðåí. Êàòî ñëåäñòâèå ñå ïîëó÷àâà åäèí
êëàñè÷åñêè ðåçóëòàò íà Clarke çà çàäà÷àòà íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå. Îñúç-
íàâàíåòî, ÷å çàäà÷àòà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàíà
êàòî çàäà÷à íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå ïðè íàëè÷èå íà ñìåñåíè ôàçîâè îãðà-
íè÷åíèÿ, ïðåäëàãà íîâè ïåðåñïåêòèâè çà ïðèëîæåíèÿ íà îñíîâíèÿ ðåçóëòàò îò
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4. Åäíà ñòúïêà â òàçè ïîñîêà å ïîëó÷àâàíåòî â 1 íà îáîáùåíèå çà äèôåðåíöè-
àëíè âêëþ÷âàíèÿ ñ ëèïøèöîâà äÿñíà ñòðàíà íà ëèíåàðèçàöèÿòà íà äèíàìè-
êàòà, êîÿòî å â îñíîâàòà íà êëàñè÷åñêèÿ ïîäõîä íà Äóáîâèöêèé è Ìèëþòèí.
Íåùî ïîâå÷å, ïîëó÷åíî å íåîáõîäèìî óñëîâèå çà îïòèìàëíîñò ïðè íàëè÷èå íà
÷èñòè ôàçîâè îãðàíè÷åíèÿ, çà êîèòî ïîäõîäúò íà Clarke íå äàâà ðåçóëòàò. Ïðè
òîâà å ïîëó÷åíî îáîáùåíèå íà êëàñè÷åñêîòî óðàâíåíèå íà Îéëåð-Ëàãðàíæ çà
íåãëàäêà çàäà÷à íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå, êàêòî è íà êëàñè÷åñêàòà ëåìà íà
ÄþÁîà-Ðàéìîíä â íåãëàäêà ïîñòàíîâêà. Îò òÿõ äèðåêòíî ñëåäâà íåîáõîäèìî
óñëîâèå çà îïòèìàëíîñò, êîåòî å íîâî äàæå â ãëàäêèÿ ñëó÷àé (òåçè óñëîâèÿ ñà
âå÷å ïðåäëîæåíè çà ïå÷àò). Ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè äî ìîìåíòà, äàâàò îñíîâà-
íèå äà òâúðäèì, ÷å ïðåäëîæåíèÿò íîâ ïîäõîä çà ïîëó÷àâàíå íà íåîáõîäèìè
óñëîâèÿ çà îïòèìàëíîñò çà áåçêðàéíîìåðíè îïòèìèçàöèîííè çàäà÷è å ñ ãîëÿì
ïîòåíöèàë çà áúäåùî ðàçâèòèå.
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